Exercice

Le but des deux premières questions de cet exercice est l'étude, sur IR, de l'équation :

(E) : 3x ( 4x ( 5x
1.
Démontrer que (E) est équivalente à :
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2.
On considère la fonction ( définie sur IR par :

((x) ( 
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a.
Question de cours.



Pour tout réel a strictement positif, on note (a la fonction (exponentielle de base a) définie pour tout réel x par :
(a(x) ( 
[image: image5.wmf]x

a




Démontrer que (a est strictement croissante lorsque a est élément de ]1, (([, strictement décroissante sur IR lorsque a est élément de ]0, 1[ est constante lorsque a est égal à 1.



Étudier la limite de (a en ((, selon les valeurs de a.


b.
Étudier le sens de variations de (.


c.
Étudier la limite de ( en ((.


d.
En déduire qu'il existe un unique x0 ( IR+ tel que ((x0) ( 0. Donner la valeur de x0.

3.
Questions avec prise d'initiative.

a.
Résoudre, sur IR, l'équation :
3x ( 4x ( 5x ( 6x

b.
L'équation 
3x ( 4x ( 5x ( 6x ( 7x


admet-elle une solution entière ?

EXERCICE 2

Le but de cet exercice est l'étude, sur (, de l'équation :

(E) : 3x ( 4x ( 5x
1.
En divisant les deux membres par 5x qui est non nul, on obtient :
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2.
On considère la fonction ( définie ( par :

((x) ( 
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a.
La fonction (a est de la forme :
(a ( 
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où u(x) ( x ln a



La fonction u est dérivable sur ( et pour tout réel x :

u'(x) ( ln a


La fonction (a est donc aussi dérivable sur ( et l'on a :
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Ce qui donne, pour tout réel x :
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Le signe de 
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ne dépend donc que de ln a. Or, nous avons que :

ln a > 0  (  a > 1



Ainsi, la fonction x 
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 est strictement croissante sur ( lorsque a est élément de ]1, (([, strictement décroissante sur ( lorsque a est élément de ]0, 1[ est constante (égale à 1) lorsque a est égal à 1.



De même, la limite en (( de (a ne dépend que de la position de a

· si a > 1, alors :
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d'où :
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· si a ( ]0, 1[ alors :
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d'où :
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· si a ( 1 alors on a vu que (a est constante égale à 1 d'où :
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b.
Comme 
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 sont éléments de ]0, 1[, on en déduit que la fonction ( est décroissante sur (.


c.
Comme 
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 sont éléments de ]0, 1[, on a également :
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d.
On a :

· ( est continue sur (+ (car dérivable sur (+)

· ( est strictement décroissante sur (+
· ((0) ( 1 et 
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Du théorème de bijection, on déduit qu'il existe un unique x0 ( (+ tel que ((x0) ( 0. 

La valeur de x0 est facile à trouver mentalement. Il s'agit de :

x0 ( 2

En effet :
32 ( 42 ( 52
3.
a.
On introduit la fonction g définie, sur (, par :

g(x) ( 
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Comme précédemment, on a :

· g continue sur (+ (car dérivable sur (+)

· g est strictement décroissante sur (+ (car 
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· g(0) ( 2 et 
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Du théorème de bijection, on déduit qu'il existe un unique x0 ( (+ tel que g(x0) ( 0. 



La valeur de x0 est facile à trouver mentalement. Il s'agit de :

x0 ( 3



À défaut, cette valeur peut être conjecturée avec la calculatrice. 



Vérification :
33 ( 43 ( 53 ( 27 ( 64 ( 125 ( 216 ( 63

b.
Toujours le même raisonnement montre que l'équation 3x ( 4x ( 5x ( 6x ( 7x admet une unique solution x0 sur (. Malheureusement, elle n'admet pas de solutions entières (on aurait pu penser à x0 ( 4...).



Notons h la fonction définie par :

h(x) (
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On a :
h(3) ( 0,2595 > 0

h(4) ( (0,0596 < 0



Comme h est continue et strictement décroissante sur (+, le théorème des valeurs intermédiaires permet d'affirmer que :
x0 ( ]3, 4[



Donc l'équation proposée n'admet pas de solutions entières.
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