Correction

Exercice 1. (2 points)
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Exercice 2. (2 points)
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Soit u(x) = x² + 2x, on a : u'(x) = 2x + 2 = 2(x + 1).

On a donc :
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de la forme 
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 avec n – 1 = – 3, ou n = – 2

les primitives de telles fonctions sont de la forme : 
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Exercice 3. (6 points)
1. Les solutions de (E0) sont de la forme y = Ce2x où C est une constante.

2. u est solution de (E), si et seulement si : u' – 2u  = xex.

u'(x) = aex + (ax + b)ex = ex(ax + a + b)

u'(x) – 2u(x)  = xex
( ex(ax + a + b) – 2 (ax + b)ex = xex

( ax + a + b – 2 (ax + b) = x

( ax + a + b – 2 ax –2b = x

( x(a – 2a – 1) + a + b– 2b = 0


( x(– a – 1) + a – b = 0


( 
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d'où u(x) = (–x – 1)ex.

3. Soit à démontrer :

v est solution de (E) ( v – u est solution de (E0) et u solution de (E)

v – u est solution de (E0) et u solution de (E)
( (v – u)' – 2(v – u) = 0 et u' – 2u  = xex

( v' – u' – 2v + 2u = 0 et u' – 2u  = xex

( v'– 2v = u' – 2u et u' – 2u  = xex

( v'– 2v = xex

( v solution de (E).

4. v est solution de (E)
( v – u est solution de (E0) et u solution de (E)


( v – u = Ce2x et u(x) = (–x – 1)ex

( v(x) = Ce2x + (–x – 1)ex = Ce2x – (x + 1)ex avec C réel.

5. On doit avoir v(0) = 0 ou encore 0 = = Ce0 – (0 + 1)e0 = C – 1 d'où C = 1.

v(x) = e2x – (x + 1)ex.
Exercice 4. (10 points)
1. Déterminer une équation de (D).

La droite (D) passe par les points J(0;1) et K(–1 ;0), une équation est donc (D) : y = x + 1

2. On suppose qu'il existe deux réels m et p, et une fonction ( définie sur IR telle que, pour tout réel x, f(x) = mx + p + ((x) avec 
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a. Démontrer que m = p = 1.
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, c'est-à-dire que la droite d'équation y = mx + p est asymptote à la courbe en +(, c'est la droite (D). Donc m = p = 1.

b. En utilisant le point J, montrer que, pour tout réel x, on a f(x) + f(–x) = 2.

	Le point J est centre de symétrie de la courbe, on a donc la relation :

f(xJ + x) – yJ = yJ – f(xJ – x) , ou encore : 
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En remplaçant par les coordonnées de J, on obtient : f(0 + x) – 1 = 1 – f(0 – x) ou encore f(x) + f(–x) = 2.
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c. En déduire , après avoir exprimé f(x) et f(–x), que la fonction ( est impaire.

f(x) = x + 1 + ((x)

f(–x) = –x + 1 + ((–x)
donc f(x) + f(–x) = 2 + ((x) + ((–x).

Or, on sait que f(x) + f(–x) = 2, on déduit que ((x) + ((–x) = 0, ou encore que ((x) = – ((–x), c'est-à-dire que la fonction ( est impaire.

d. Déduire de la question b., que f ', dérivée de f, est paire.
f(x) + f(–x) = 2, donc, en dérivant membre à membre, on obtient : f '(x) – f '(–x) = 0, ou encore f '(x) = f '(–x), c'est-à-dire f ' est paire. Attention, la dérivée de f(–x) est – f '(–x).

3. On suppose maintenant que, pour tout réel x, ((x) = (ax + b)e–x² où a et b sont des réels.

a. En utilisant la parité de (, démontrer que b = 0.

((x) = (ax + b)e–x²
((–x) = (–ax + b)e–x²
or ((x) = – ((–x), donc (ax + b)e–x² = (–ax + b)e–x²
c'est à dire ax + b = –ax + b ou encore b = 0.
b. Calculer f '(x).

f(x) = x + 1 + ((x) = x + 1 + (ax + b)e–x² = x + 1 + axe–x²   (car b = 0)

f '(x) = 1 + ae–x² + ax ((–2x)e–x² 
f '(x) = 1 + a (1– 2x²)e–x²
c. En utilisant le coefficient directeur de (T), démontrer que a = –e.

f '(x) = 1 + a(1– 2x²)e–x²
or, le coefficient directeur de la tangente au point d'abscisse 0, soit J, est f '(0) = (1 – e). (Equation de (T) )

On a donc l'égalité :

f '(0) = 1 + a(1– 2(0)e0 = 1 + a = 1 – e d'où a = – e
d. Démontrer que f(x) = x + 1 – xe-x² + 1
f(x) = x + 1 + axe–x²   = x + 1 – e(xe–x²  = x + 1 – xe-x² + 1
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